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1
Minimize $f(x)$ subject to $x\in D$
, , $f$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$ $D\subseteq \mathrm{R}^{n}$
. , $D$ , $f$ ,
. , $f$ , $x,$ $y$ ,
$0\leq\lambda\leq 1$ $\lambda$















. $f$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , $h:\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$
. , 1 , $f$ $h$ 1
. , $\langle p^{*},$ $x)=\Sigma_{i=1}^{n}p_{i}^{*}x_{i}$ .
2( ) $f$ , $h$ , $f(x)\geq h(x)(\forall x\in \mathrm{R}^{n})$
, $\alpha^{*}\in \mathrm{R},$ $p^{*}\in \mathrm{R}^{n}$ ,
$f(x)\geq\alpha"+(p’, x\rangle\geq h(x)$ $(\forall x\in \mathrm{R}^{n})$ .
Fenchel , . $f$ ,
$f \cdot(p)=\sup\{\langle p, x\rangle-f(x)|x\in \mathrm{R}^{n}\}$ $(p\in \mathrm{R}^{n})$ (2)
$f\cdot$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $f$ ( ) . $f$ . 1
. $f\mapsto f$ . ,
Legendre . , $f$ $p$
$\sup$ $x=x$ (p) , $x=x$ (p) $f’(x)=p$
, $f\cdot(p)=\langle p, x(p)\rangle-f$( $x$ (p)) .
, $n=1$ , $-f\cdot(p)$ , $y=f$ (x) $p$ $y$ $y$
( 2) , $h$ ( ) $\mathit{1}\iota^{\mathrm{o}}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$
$h^{\mathrm{o}}(p)= \inf\{\langle p, x\rangle-h(x)|x\in \mathrm{R}^{n}\}$ $(p\in \mathrm{R}^{n})$ (3)
.
Fenchel .
3(Fenchel ) $f$ , $h$ , ,




, Fenchel , , . ,
,











, $f$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow$









(1 ) $f(x)\geq h(x)(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$ , $\alpha^{*}\in \mathrm{R},$ $p*\in \mathrm{R}^{n}$ ,
$f(x)\geq\alpha^{*}+\psi*$ , $x\rangle\geq h(x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$
.
(2) $f,$ $h$ , $\alpha^{*}\in \mathrm{Z},$ $p*\in \mathrm{Z}^{n}$ .
, ,
, , .
, $\mathrm{R}^{n}$ $f$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$
. $f$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ ,
$\overline{f}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\overline{f}(x)=f(x)(x\in \mathrm{Z}^{n})$ . 1
$(n=1)$ ,
$f(x-1)+f(x+1)\geq 2f(x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z})$ (4)
( 3), ( 4) ,
$(n\geq 2)$ , .
1 $n=2$
$f(x_{1}, x_{2})=|x1+x2-1$ $|$ , $h(x_{1}, x_{2})=1-|x_{1}-x_{2}|$
55: ( 2)
. $f(x)\geq h(x)(\forall x\in \mathrm{Z}^{2})$ , $f(x)\geq\alpha^{*}\dagger^{-}\langle p", x\rangle\geq h$ (x) $\alpha^{*}\in \mathrm{R}$ ,
$p^{*}\in \mathrm{R}^{2}$ . $j,$ $h$
$\overline{f}$(xl, $x_{2}$ ) $=|x_{1}+x_{2}-$ , $\overline{h}$ (x1, $x_{2}$ ) $=1-|x_{1}-x_{2}|$
$\mathrm{R}^{2}$
$\overline{f}$ , $\overline{h}$ , $\overline{f}(1/2,1/2)<\overline{l\iota}(1/2,1/2)$
, \mbox{\boldmath $\alpha$}*+(p‘\leftrightarrow .
2
$n=2$ ,
$f(x_{1}, \prime x2)=$ rnax(O, $x_{1}+x_{2}$ ), $h(x_{1}, x_{2})= \min(x_{1}, x_{2})$
-.
$\mathrm{Z}^{2}$ . , $\mathrm{R}^{2}$ $\overline{f}$(x1, $x_{2}$ ) $=$
$\max(0, x_{1}+x_{2}),$. $\overline{h}(x_{1} , x_{2})=\min(x_{1}, x2)$ , , $\overline{f}(x)\geq\overline{h}$(x) $(\forall x\in \mathrm{R}^{2})$
. , $p^{*}=$ (1/2, 1/2) $\overline{f}(x)\geq\langle p^{*}, x\rangle\geq\overline{h}(x)$
$(\forall x\in \mathrm{R}^{2})$ ( $\alpha^{*}=0$ ). , , $f(x)\geq\langle p^{*}, x\rangle\geq h(x)(\forall x\in \mathrm{Z}^{2})$







( ) . .
$V$ $\rho:2^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ ,
$\rho(X)+\rho$(Y) $\geq\rho$ ( $X\cup$ Y) $+\rho$ ( $X\cap$ Y) $(X, Y\subseteq V)$
, ($\rho(\emptyset)=0,$ $\rho$(V) $\infty$ ).
.
. , 60
, 80 A. Frank, S. Fujishige, L. Lov\’asz
. , $\rho:2^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ Lov\’asz
(Choquet ) 1 $\hat{\rho}$ : $\mathrm{R}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , $\lceil\rho$
$\Leftrightarrow\hat{\rho}$ .
, . , $x\in \mathrm{R}^{V},$ $X$ V
, $x(X)= \sum_{v\in X}x$ (v)
4(Frank) $\rho$ : $2^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , $\mu$ : $2^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$
2 , $\rho(X)\geq\mu(X)(\forall X\subseteq V)$ , $x^{*}\in \mathrm{R}^{V}$ ,
$\rho(X)\geq x^{*}(X)\geq\mu$(X) $(\forall X\subseteq V)$




, ( ) $B\underline{\mathrm{C}}\mathrm{Z}^{V}$ | ,
( $\mathrm{B}$-EXC) $x,$ $y\in B$ $u\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{+}(x-y)$ ,
$v\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{-}(x-y)$ $x-\chi_{u}+\chi_{v}\in B$ $y+\chi_{u}-\chi_{v}\in B$
, 3. $\chi_{u}\in$ $\{0,1\}^{V}$ $u\in V$ (
) ,
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{+}(x-y)=$ {$u\in V|x(u)>y($u)}t. $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{-}(x-y)=\{v\in V|x(v)<y(v)\}$
$1\hat{\beta}$ E $\text{ }$ }$\mathrm{g}$ , $\text{ }$ $\lambda>0\mathit{1}$i $p\in \mathrm{R}^{n}$ $\hat{\rho}(\lambda p)--\lambda\hat{\rho}(p)$ .
$2-\mu$ , $\mu$ . , $\rho(\emptyset)=\mu(\emptyset)=0,$ $\rho(V)<+\infty$ ,
$\mu(V)>-\infty$ .
$\mathrm{a}B\subseteq$ $\{0,1\}^{V}$ , .




$B$ $\mapsto\rho:\rho$(X)-up{x(X) $|x\in B$ } $(X\subseteq V)$ ,
$\rho\mapsto$ $B=$ { $x\in \mathrm{Z}^{V}|x(X)\leq\rho$(X) $(\forall X\subset V),$ $x(V)=\rho$(V)}
, $B$ $\rho$ 1 1 .
, . $D\subseteq \mathrm{R}^{n}$ ,
$\delta_{D}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\delta_{D}(x)=0(x\in D),$ $=+\infty(x\not\in D)$
$i$
$\lceil D$








$q\in \mathrm{Z}^{V}$ , , $p\vee q,$ $p$ \Lambda $q$
.
$(p \vee q)(v)=\max(p(v), q(v))$ , $(p \Lambda q)(v)=\min(p(v), q(v))$ $(v\in V)$
. $g:\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , 2
[ ] $g(p)+g(q)\geq g(p\vee q)+g(p\wedge q)$ (p, $q\in \mathrm{Z}^{V}$),
[1 ] $\exists r\in \mathrm{R},\forall p\in \mathrm{Z}^{V}$ : $g(p+1)=g(p)+r$
( $1=(1,1,$ $\ldots,$ $1)\in \mathrm{Z}^{V}$ )
, $g$ $\mathrm{L}$ . , $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}g=\{x\in \mathrm{Z}^{V}|g(x)<+\infty\}$ (
) . Lov\’asz
$\mathrm{L}$ , .
, $f:.\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ ,
(M-E.XC) $x,$ $y\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f$ $u\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{+}(x-y)$ ,
$v\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}^{-}(x-y)$
$f(x)+f(y)\geq f(x-\chi_{u}+\chi_{v})+f(y\cdot+_{\dot{\mathrm{X}}^{\mathfrak{l}}u}-\chi_{v})$
: $f$ $\mathrm{M}$ ( $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f\neq\emptyset$ ). ( $\mathrm{M}$-EXC) , 2
$x,$ $y$ , 2 $x-\chi_{u}+\chi_{v}$ , y+\chi u--\chi
, . (i), (ii)
, ( $\downarrow \mathrm{V}\mathrm{I}$ -EXC) ( $\mathrm{B}$-EXC) :
(i) $\mathrm{M}$ ,
(ii) $B\subseteq \mathrm{Z}^{V}$ \Leftrightarrow $B$ ( $\mathrm{Z}^{V}$ ) $\mathrm{M}$ .
, $\mathrm{M}$ $\mathrm{L}$ .
3( ) $V$ , $A$ $G=(V_{)}A)$ (
) $\varphi$ : $Aarrow \mathrm{Z}$ . $c:Aarrow \mathrm{Z}\cup\{+\infty\}$ ,
$(0\leq\varphi(a)\leq c(a)(a\in A))$ $\varphi$ .
\mbox{\boldmath $\varphi$}(v) $= \sum\{\varphi’(a)|a\in\delta^{+}v\}-\sum\{\varphi(a)|a\in\delta^{-}v\}$
( $\delta^{+}v$ $\delta^{-}v$ , , $v$ $v$ )
$\varphi\in \mathrm{Z}^{V}$
$\varphi$ , $B=$ { $\partial\varphi\in \mathrm{Z}^{V}|\varphi$ }
( $\mathrm{B}$-EXC) .
, $\varphi$ , $\Gamma(\varphi)$
. , , $\gamma$ : $Aarrow \mathrm{R}$ $\Gamma(\varphi)=$
$\sum_{a\in A}\gamma(a)\varphi(a)$ . ,
$f(x)=\{$
$\min$ { $\Gamma(\varphi)|\varphi\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{X}\partial\varphi=x$ 1 } $(x\in B)$
$+\infty$ $(x\in \mathrm{Z}^{V}\backslash B)$
$f$ : $\mathrm{z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\mathrm{M}$ ( $\min$ ). ,
$\Gamma(\varphi)$ , $\Gamma(\varphi)=\Sigma_{a\in A}f_{a}(\varphi(a))$ ( $f_{a}$ : $\mathrm{Z}arrow \mathrm{R}$ (4)
) , $f$ $\downarrow^{1}\mathrm{V}$I .
4( ) $s$ $A$ ( s) . $A(s)$
$m$ $m\mathrm{x}n$ , $V$ . ,
1 2 3 4
$A(s)=$ ’.
$m=2,$ $n$ =4, $V=$ {1,2, 3, 4} . $A$ (s) $V$
$\mathcal{B}$ (2V), $B$ $B(\subseteq$ {0,1 } $)$ . ,
$B=\{\chi_{J}|J\in \mathcal{B}\}$ ( $\chi_{J}$ $J$ ). $B$ ( $\mathrm{B}$-EXC)
, . , $A$ (s) 2 $A$ ( s)
,
$B=\{(1,1,0,0), (0,0,1,1), (1,0,1,0), (1,0_{1}0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1)\}$
. $J\in B$ $A$ (s) ($m$ ) $A$ [J] ,
$\det A$ [ J] $s$ (0 ) , $\deg \mathrm{d}$et $A$ [J]
.
$f(x)=\{$
$-\deg \mathrm{d}$et $A[J]$ $(x=\chi_{J}, J\in B)$
$+\infty$ (otherwise)
$f$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{Z}\cup\{+\infty\}$ $\mathrm{M}$ ( , Grassmann-Pl\"ucker
). , $B_{0}=$ {(1,1, 0, 0), $($0,0, 1, 1)} , $f(x)=0(x\in B_{0})$ ,
$=-1(x\in B\backslash B_{0}),$ $=+\infty(x\in \mathrm{Z}^{V}\backslash B)$ .
$\mathrm{L}$ . $p\in \mathrm{Z}^{V}$ , $s^{p_{v}}(v\in V)$ $n$
$D$ (p) , $A$ $D$ (p)
($A\cdot D$ (p))[J] $g:\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{Z}$
$g(p)= \max\{\deg\det(A\cdot D(p))[J]|J\in B\}$




$\mathrm{M}$ , $\mathrm{L}$ , .
5.1
, $\mathrm{M}$ , $\mathrm{L}$
.
6 ( ) $\mathrm{M}$ , $\mathrm{L}$ .
$\mathrm{M}$ , $\mathrm{L}$ . (5), (6)
, .
7 (M ) $\mathrm{M}$ $f$ $x\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f$ ,
$f(x)\leq f(y)(\forall y\in \mathrm{Z}^{V})\Leftrightarrow f(x)\leq f(x-\chi_{u}+\chi_{v})(\forall u, v\in V)$ . (5)
8 (L ) $\mathrm{L}$ $g$ $p\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}g$ ,
$g(p)\leq g(q)$ $(\forall q\in \mathrm{Z}^{V})\Leftrightarrow\{$





. $f$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ , $f\cdot$ : $\mathrm{R}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ ,
(2) ,
$f \cdot(p)=\sup\{\langle p, x\rangle-f(x)|x\in \mathrm{Z}^{V}\}$ $(p\in \mathrm{R}^{V})$ (7)
. $f$ $(f : \mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{Z}\cup\{+\infty\})$ , $f\cdot$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{Z}\cup\{+\infty\}$
.
, $\mathrm{M}$ $\mathrm{L}$ , 5(
) . 4 $f$ $g$ , .
9( ) ( ) $f\mapsto g=f\cdot,$ $g\mapsto f=g$. , $\mathrm{M}$ $f$
$\mathrm{L}$
$g$ 1 1 . , $f\cdot\cdot=f,$ $g..=g$ .
, $\mathrm{M}$ $\mathrm{L}$ $\mathfrak{t}$
. -. , 2 ,
$f\mapsto f$. . ,
$h:\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$ ,
$\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}h=\{x\in \mathrm{Z}^{V}|h(x)>-\infty\}$ , $h^{\mathrm{o}}(p)= \inf\{\langle p, x\rangle-h(x)|x\in \mathrm{Z}^{V}\}$
.
5.3
. $h$ $(\mathrm{M}, \mathrm{L})$ , $-h$ $(\mathrm{M}, \mathrm{L})$ .
10 ( $\mathrm{M}$ ) $f$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\mathrm{M}$ , $h$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$ $\mathrm{M}$
, $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f\cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}h\neq\emptyset$ $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f\cdot\cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}h^{\mathrm{o}}\neq\emptyset$ .
$f(x)\geq h(x)(\forall x\in \mathrm{Z}^{V})$ , $\alpha^{*}\in \mathrm{R},$ $p*\in \mathrm{R}^{V}$ ,
$f(x)\geq\alpha^{*}+(p*$ , $x\rangle$ $.\geq h(x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{V})$
. , $f,$ $h$ , $\alpha^{*}\in \mathrm{Z},$ $p*$. $\in$ ZV .
11(L ) $g:\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\mathrm{L}$ , $k:\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{-\infty\}$ $\mathrm{L}$
) $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}g\cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}k\neq\emptyset$ $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}g$. $\cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}k^{\mathrm{o}}\neq\emptyset$ . $g(p)\geq k(p)$
$(_{\backslash }\forall p\in \mathrm{Z}^{V})$ , $\beta^{*}\in \mathrm{R},$ $x^{*}\in \mathrm{R}^{V}$ ,
$g(.p)\geq\beta^{*}+\langle$p, $x^{*}\rangle$ $\geq k(p)$ $(\forall p\in \mathrm{Z}^{V})$
. , $g,$ $k$ , $\beta^{*}\in \mathrm{Z},$ $x^{*}\in \mathrm{Z}^{V}$ .
11




inf$\{f(x)-h(x) |x\in \mathrm{Z}^{V}\}=\sup${ $h^{\mathrm{o}}(p)-$ f.(p) $|$ $p\in \mathrm{Z}^{V}$ }.
$\mathrm{M}$ $\mathrm{L}$ $\text{ }$ , Fenchel .
, $\mathrm{L}$ .
, ,
. ( 6) ( 2) Fenchel
( 3) ( 2 ). ,
, .
( ) . ,
$\mathrm{M}$ 4 . , [4]
, ( ) .
13 ( $\mathrm{M}$ ) $f_{1},$ $f_{2}$ : $\mathrm{Z}^{V}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ $\mathrm{M}$ , x*\in dom $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f_{2}$
.
$f_{1}(x^{*})+f_{2}(x^{*})\leq f_{1}(x)+f_{2}(x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{V})$ (8)
, $p^{*}\in \mathrm{R}^{V}$
$f_{1}[-p^{*}](x^{*})\leq f_{1}[-p^{*}](x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{V})$ , (9)
$f_{2}[\mathrm{e}p’](x’)$ $\leq f_{2}[+p^{*}](x)$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{V})$ $(10)$
. ,
argmin $(f1+f_{2})=$ argmin $f_{1}$ [-pi $\cap$ argmin $f_{2}[+p^{*}]$ (11)




, $\mathrm{M}$ , $\mathrm{L}$ .
H. Whitney 1935 . 1960 J. Edmonds
, . 1980
4 $\mathrm{M}$ $\mathrm{M}$ , $f_{1}+f_{2}$ 7 .
12
, , A. Frank, L. Lov\’asz ,
. 1990 , A. Dress W. Wenzel ,
. , ,
. , $\mathrm{P}$. Favati $\mathrm{F}.$ Tardella ,
. , 1980 , 1996
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